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1a. Lugares y valuaciones

Sea K un cuerpo.

Definición

El cuerpo de funciones racionales K (x) sobre K es el cuerpo de
fracciones de K [x ].

O sea, si x trascendente sobre K ,

K (x) = { f (x)
g(x) : f (x), g(x) ∈ K [x ], g(x) 6= 0}

todo z ∈ K (x) se escribe en forma única

z = a
r∏

i=1

pi (x)ni

a ∈ K , ni ∈ Z y pi (x) ∈ K [x ] irreducibles, i = 1, . . . , r , r ∈ N.
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1a. Lugares y valuaciones

Definición

Un cuerpo de funciones algebraicas F sobre K , F/K , es un
cuerpo extensión F ⊃ K tal que F es una extensión algebraica
finita de K (x) para algún x ∈ F trascendente sobre K .

El cuerpo de constantes de F/K es

K ⊆ K̃ = {z ∈ F : z algebraico/K} ( F

Si K es perfecto, por el teorema del elemento primitivo,

F = K (x , y)

φ(y) = 0, φ(T ) ∈ K (x)[T ]
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1a. Lugares y valuaciones

Definición

Sea F = K (x) y p(x) ∈ K [x ] irreducible y sea

Op(x) =
{ f (x)
g(x) : f (x), g(x) ∈ K [x ], (f , g) = 1, p(x) - g(x)

}
Se tiene

Op(x) es un anillo

K ( Op(x) ( F

Si z = f (x)
g(x) 6∈ Op(x) entonces z−1 = g(x)

f (x) ∈ Op(x)

Op(x) = K [x ]p es la localización de K [x ] en p = 〈p(x)〉

Op(x) es un anillo local

Ricardo Podestá (UNC – CONICET) La función Z de un cuerpo de funciones algebraicas



1a. Lugares y valuaciones

Definición

Un anillo de valuación de F/K es un anillo K ( O ( F , tal que

z ∈ F ⇒ z ∈ O ó z−1 ∈ O

O es un anillo local, i.e. O tiene un único ideal maximal

P = O\O∗

O es un DIP.

Si x ∈ F ∗ entonces

x ∈ P ⇔ x−1 6∈ O

K̃ ⊆ O y K̃ ∩ P = {0}.
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1a. Lugares y valuaciones

Definición

Un lugar de F/K es el ideal maximal P de algún anillo de
valuación O de F/K . Ponemos

LF = {P : P es un lugar de F/K}

|LF | =∞

dado P ∈ LF , si P = tO, t se dice elemento primo de P

todo z ∈ F ∗ se escribe uńıvocamente de la forma

z = tku

k ∈ Z, u ∈ O∗.
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1a. Lugares y valuaciones

Definición

Una valuación discreta de F/K es una función

v : F → Z ∪ {∞}

que cumple

v(x) =∞ ⇔ x = 0

v(xy) = v(x) + v(y)

v(x + y) ≥ ḿın{v(x), v(y)}

v(z) = 1 para algún z ∈ F

v(a) = 0 para todo a ∈ K ∗
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1a. Lugares y valuaciones

Resulta que

v(ax) = v(x) para todo a ∈ K ∗

v(x−1) = −v(x), para todo x ∈ F ∗.

v(zk) = kv(z), para todo k ∈ Z.

v es sobreyectiva.

Ricardo Podestá (UNC – CONICET) La función Z de un cuerpo de funciones algebraicas



1a. Lugares y valuaciones

La valuación de P

A cada P ∈ LF le asociamos la valuación

vP : F → Z ∪ {∞}

tku 7→ k

0 7→ ∞

En términos de vP tenemos

P = {z ∈ F : vP(z) > 0}
O∗ = {z ∈ F : vP(z) = 0}
O = {z ∈ F : vP(z) ≥ 0}
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1a. Lugares y valuaciones

FP = O/P es el cuerpo residual.

el mapa residual es πP : F → FP ∪∞

x 7→ x(P) =

{
x + P x ∈ O,

∞ x 6∈ O.

Se tiene K ↪→ FP .

Definición

Dado P ∈ LF , el grado de P es

deg P = [FP : K ] = dimK FP .

Vale
1 ≤ deg P = [F : K (x)] <∞

para todo 0 6= x ∈ P.
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1a. Lugares y valuaciones

Sea K es algebraicamente cerrado

entonces FP = K , o sea deg P = 1, para todo P ∈ LF
z ∈ F define una función

z : LF → K ∪ {∞}

P 7→ z(P)

donde las x ∈ K̃ = K son las funciones constantes, x(P) = x .

Si z ∈ F , tenemos

z(P) =


z z ∈ K ∗, ∀P ∈ PF

0 z ∈ P = O rO∗

∞ z 6∈ O
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1a. Lugares y valuaciones

En el caso general

dados z ∈ F , P ∈ LF definimos:

P es un cero de z ⇔ z(P) = 0 ⇔ vP(z) > 0,

P es un polo de z ⇔ z(P) =∞ ⇔ vP(z) < 0.

Dado x ∈ F ∗,

Z = {P ∈ LF : P cero de x}

N = {P ∈ LF : P polo de x}

Se prueba que todo x ∈ F ∗ tiene un número finito de ceros y
polos, es decir

|Z| <∞, |N | <∞ .
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1a. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Los anillos Op(x)

Sea F = K (x) y p(x) ∈ K [x ] irreducible. Tenemos el anillo de
valuación

Op(x) =
{

f (x)
g(x) : f (x), g(x) ∈ K [x ], (f , g) = 1, p(x) 6 | g(x)

}
Luego,

O∗p(x) =
{

f (x)
g(x) ∈ Op(x) : p(x) 6 | f (x)

}
y por lo tanto

Pp(x) = Op(x) rO∗p(x) =
{

f (x)
g(x) : p(x) 6 | g(x), p(x) | f (x)

}
∈ LF
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1a. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Los anillos Op(x)

Como

Pp(x) =
{

p(x)k f (x)
g(x) : p - g , p - f , k ∈ N

}
= p(x) · Op(x)

p(x) es un elemento primo de Pp(x).

Si p(x) = x − α, α ∈ K , ponemos Oα = Ox−α y Pα = Px−α.

En particular,

Oα =
{

f (x)
g(x) : g(α) 6= 0

}
Pα =

{
f (x)
g(x) : f (α) = 0, g(α) 6= 0

}
= (x − α)Oα
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1a. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

El anillo O∞
Hay otro anillo de valuación,

O∞ =
{

f (x)
g(x) : f (x), g(x) ∈ K [x ], (f , g) = 1, deg f ≤ deg g

}
Luego,

O∗∞ =
{

f (x)
g(x) ∈ Op(x) : deg f (x) = deg g(x)

}
y por lo tanto

P∞ = O∞ rO∗∞ =
{

f (x)
g(x) : deg f (x) < deg g(x)

}
es un lugar de F = K (x).
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1a. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Teorema

Sea F = K (x) un cuerpo de funciones racionales. Si P = Pp(x),
p(x) ∈ K [x ] irreducible, entonces

La valuación vP está dada por

vP(z) = k si z = p(x)k f (x)
g(x)

con k ∈ Z, f , g ∈ K [x ] y p(x) - f (x), p(x) - g(x).

K (x)P ' K [x ]/(p(x)) y deg P = deg p(x).

Si α ∈ K entonces deg Pα = 1 y el mapa residual de z ∈ F es

z(P) = z(α) =

{
f (α)/g(α) g(α) 6= 0,

∞ g(α) = 0,

si z = f (x)/g(x), (f , g) = 1.
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1a. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Teorema (continuación)

Si F = K (x) es un cuerpo de funciones racionales,

deg P∞ = 1, P∞ = 1
x O∞ y

v∞( f (x)
g(x) ) = deg g(x)− deg f (x)

Para z ∈ K (x), el mapa residual es

z(P∞) = z(∞) =


an/bm n = m,

0 n < m,
∞ n > m,

si z = anxn + · · ·+ a0/bmxm + · · ·+ b0, an, bm 6= 0.

Estos son todos los lugares de F = K (x), es decir

LK(x) = {Pp(x) : p(x) ∈ K [x ] irreducible } ∪ {P∞}
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1b. Divisores

Sea K algebraicamente cerrado en F (K̃ = K ).

Definición

El grupo de divisores de F/K , DF , es el grupo abeliano libre
generado por LF . O sea,

DF =
{

D =
k∑

i=1

niPi : k ∈ N, ni ∈ Z, Pi ∈ LF
}
.

la + en DF es∑
i

niPi +
∑
i

n′iPi =
∑
i

(ni + n′i ) Pi

el cero es
0 = 0 · P
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1b. Divisores

Definición

Un divisor D = n1P1 + · · ·+ nkPk se dice efectivo si

D ≥ 0 ⇔ ni ≥ 0 i = 1, . . . , k

Los divisores efectivos forman un semigrupo que denotamos

D+
F = {D ∈ DF : D ≥ 0}

y se tiene
LF ( D+

F ( DF
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1b. Divisores

Definición

Dado x ∈ F ∗, el divisor de ceros y el divisor de polos de x son

(x)0 =
∑
P∈Z

vP(x) P ≥ 0

(x)∞ = −
∑
P∈N

vP(x) P ≥ 0

respectivamente. El divisor principal de x es

(x) = (x)0 − (x)∞ =
∑
P∈LF

vP(x) P
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1b. Divisores

Definición

El grado de D ∈ DF es

deg(
∑
i

niPi ) =
∑
i

ni deg Pi

deg : DF → Z

es un homomorfismo con núcleo

ker deg = {D ∈ DF : deg D = 0} =: D0
F

deg(x)0 = deg(x)∞ = [F : K (x)]

y por lo tanto
deg(x) = 0
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1b. Divisores

Definición

Definimos el grupo de divisores principales de F/K

PF = {(x) : x ∈ F ∗}

y el grupo de clases de divisores

CF = DF/PF

PF es grupo abeliano

(x) + (y) = (xy) x , y ∈ F ∗

D ∼ D ′ ⇔ [D] = [D ′] ⇔ D = D ′ + (x) para algún x ∈ F ∗.
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1c. Riemann-Roch

Definición

Dado A ∈ DF , el espacio de Riemann-Roch asociado es

L(A) = {x ∈ F ∗ : (x) + A ≥ 0} ∪ {0}

x ∈ L(A) r {0} ⇔ vP(x) ≥ −nP(A) para todo P ∈ LF .

L(A) 6= {0} ⇔ existe A′ ∈ D+
F ,A

′ ∼ A, o sea

A′ = A + (x)
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1c. Riemann-Roch

Hechos básicos:

L(A) es un K -espacio vectorial y

dim A := dimL(A) <∞

A′ ∼ A ⇒ dim A′ = dim A y deg A′ = deg A.

deg A < 0 ⇒ dim A = 0.

Si deg A = 0, entonces

A es principal ⇔ dim A ≥ 1 ⇔ dim A = 1.
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1c. Riemann-Roch

Definición

el género de un cuerpo de funciones algebraicas F/K es

0 ≤ g = máx
A∈DF

{deg A− dim A + 1} <∞

Teorema (Riemann)

Sea F/K de género g. Para todo A ∈ DF se tiene

1 dim A ≥ deg A + 1− g

2 dim A = deg A + 1− g para deg A suficientemente grande.

Como corolario del Teorema de Riemann-Roch se tiene que

deg A ≥ 2g − 1 ⇒ dim A = deg A + 1− g .
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1c. Riemann-Roch

Proposición

Si F = K (x) entonces g = 0.

Prueba. Notar que

(x)0 = v0(x)P0 = P0, (x)∞ = −v∞(x)P∞ = P∞.

Para 0 ≤ s ≤ r vale

(x s) = s(x) = sP0 − sP∞ ≥ −sP∞ ≥ −rP∞

luego,

1, x , x2, . . . , x r ∈ L(rP∞) = {z ∈ F : (z) ≥ −rP∞} ∪ {0}

Como éstos son linealmente independientes se tiene

r + 1 ≤ dim(rP∞) = deg(rP∞) + 1− g = r + 1− g

para r suficientemente grande. Luego g ≤ 0, y aśı g = 0. �
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1d. Ejemplos (cuerpos racionales)

Caracterización de los cuerpos de funciones racionales

F/K es racional ⇔

{
g = 0,

∃A ∈ DF con deg A = 1.
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1d. Ejemplos (cuerpos eĺıpticos)

Definición

F/K se dice un cuerpo de funciones eĺıpticas si

g = 1,

existe A ∈ DF con deg A = 1.
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1d. Ejemplos (cuerpos eĺıpticos)

Teorema (Caracterización de los cuerpos eĺıpticos)

Sea F/K un cuerpo de funciones eĺıpticas. Entonces existen
x , y ∈ F tales que F = K (x , y) donde

si χ(K ) 6= 2

y 2 = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d ∈ K [x ], a 6= 0

con f (x) sin cuadrados.
si χ(K ) = 2,

y 2 =

{
ax3 + bx2 + cx + d a 6= 0,

x + 1
ax+b a, b ∈ K , a 6= 0.

Rećıprocamente, si F = K (x , y) donde x , y satisfacen una
ecuación como arriba, entonces F/K es un cuerpo de
funciones eĺıpticas y K̃ = K .
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1d. Ejemplos (cuerpos eĺıpticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

Una función eĺıptica con respecto a un ret́ıculo

Γ = Zγ1 ⊕ Zγ2 ⊂ C

es una función meromorfa f (z) en C periódica en Γ, o sea

f (z + γ) = f (z) γ ∈ Γ

f (γ) 6=∞ γ ∈ Γ

Las funciones eĺıpticas sobre Γ forman un subcuerpo M(Γ) de
las funciones meromorfas de C y C ⊂M(Γ).
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1d. Ejemplos (cuerpos eĺıpticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

El paradigma de función eĺıptica es la ℘ de Weierstraß

℘(z) =
1

z2
+
∑

06=γ∈Γ

1

(z − γ)2
− 1

γ2

y su derivada ℘′(z)

℘′(z) = −2
∑
γ∈Γ

1

(z − γ)3
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1d. Ejemplos (cuerpos eĺıpticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

Se prueba que
M(Γ) = C(℘(z), ℘′(z))

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3

donde f (T ) = 4T 3 − g2T − g3 ∈ C[T ] es sin cuadrados y

g2 = 60
∑

06=γ∈Γ

γ−4, g2 = 140
∑

0 6=γ∈Γ

γ−6

Luego, M(Γ)/C es un cuerpo de funciones eĺıpticas.
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1d. Ejemplos (cuerpos hipereĺıpticos)

Definición

F/K se dice un cuerpo de funciones hipereĺıpticas si

g ≥ 2,

existe A ∈ DF con deg A = 2 y dim A = 2.

Están caracterizados como los

F = K (x , y)

y 2 = f (x) ∈ K [x ]

con f (x) sin cuadrados y

deg f = 2g + 1, 2g + 2
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1d. Ejemplos (extensiones ćıclicas de K (x))

Teorema

Sea F = K (x , y) definido por

yn = a
s∏

i=1

pi (x)ni , s > 0, a ∈ K ∗, ni ∈ Z,

los pi (x) irreducibles en K [x ], χ(K ) - n y (n, ni ) = 1, 1 ≤ i ≤ s.

Entonces
K̃ = K , [F : K (x)] = n

y

g = n−1
2

(
− 1 +

s∑
i=1

deg pi (x)
)
− d−1

2

donde d =
(
n,

s∑
i=1

ni · deg pi (x)
)
.
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1d. Ejemplos (tipo-Fermat)

Ejemplo

El cuerpo F = K (x , y) definido por

axn + byn = c

donde
a, b, c ∈ K ∗, χ(K ) - n,

se llama de tipo-Fermat y

g = (n−1)2

2 − (n−1)
2 = (n−1)(n−2)

2 .
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1d. Ejemplos (cuerpos Hermitianos)

Ejemplo

El cuerpo de funciones H = Fq2(x , y) donde

xq+1 + yq+1 = 1

se llama cuerpo de funciones Hermitiano y

g = 1
2 q(q − 1).

Notar que H es un caso particular de tipo-Fermat, con

K = Fq2 ,
n = q + 1,
a = b = c = 1.
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1d. Ejemplos (cuártica de Klein)

Ejemplo

El cuerpo de funciones F = K (x , y) definido por la ecuación

x3 + y 3x + y = 0

se llama la cuártica de Klein.

Se puede ver que

g = 1
2 (4− 1)(4− 2) = 3.
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2. LA FUNCIÓN ZETA DE UN CUERPO DE FUNCIONES

(a) La función Z en F/Fq.

(b) Convergencia.

(c) Producto de Euler.

(d) Extensiones constantes.

(e) Ecuación funcional.
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2a. La función Z en F/Fq

Recordar que tenemos

LF ⊂ D+
F ⊂ DF , CF = DF/PF

Si n ∈ Z, ponemos

Dn
F = {A ∈ DF : deg A = n}
CnF = {A ∈ CF : deg [A] = n}
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2a. La función Z en F/Fq

Definición

Para n ≥ 0, interesan los números

An = #{A ∈ D+
F : deg A = n}

Bn = #{P ∈ LF : deg P = n}

Lema

An <∞ y Bn <∞ para todo n ≥ 0.

Notar que

A0 = 1

A1 = B1 = N = #{P ∈ LF : deg P = 1}

Bn ≤ An
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2a. La función Z en F/Fq

Definición

El grupo de clases de divisores de grado 0

Pic0(F ) = C0
F = D0

F/PF = {[A] ∈ CF : deg[A] = 0}

Proposición

C0
F es un grupo finito y el orden h = hF = |C0

F | se llama el número
de clase de F .
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2a. La función Z en F/Fq

Definición

0 < ∂ = ḿın{deg A : A ∈ DF , deg A > 0}.

La imagen del homomorfismo deg : DF → Z es el subgrupo
generado por ∂,

deg(DF ) = 〈∂〉 ⊆ Z

luego
A ∈ DF ⇒ deg A = k∂, k ∈ Z

O sea,
An = 0 si ∂ - n
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2a. La función Z en F/Fq

Definición

La función zeta de F es

Z (t) = ZF (t) =
∞∑
n=0

Antn ∈ C[[t]].
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2a. La función Z en F/Fq

Lema

Tenemos

1 Si [C ] ∈ CF , entonces

#{A ∈ [C ] : A ≥ 0} =
qdim[C ] − 1

q − 1

2 Si n > 2g − 2, con ∂ | n, entonces

An = h · qn+1−g − 1

q − 1
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2b. Convergencia de Z

Proposición

La función Z (t) converge en B(0, 1
q ). Más aún,

1 Si g = 0 entonces

Z (t) =
1

q − 1

(
q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
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2b. Convergencia de Z

Proposición

Si g ≥ 1, entonces Z (t) = F (t) + G (t), donde

F (t) =
1

q − 1

2g−2∑
deg[C ]=0

qdim[C ] tdeg[C ] ∈ Q[t],

G (t) =
h

q − 1

(
q1−g (qt)2g−2+∂

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
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2c. Producto de Euler

Proposición (Producto de Euler)

Para |t| < 1
q , Z (t) se puede escribir como el producto

Z (t) =
∏

P∈LF

1

1− tdeg P

absolutamente convergente. En particular,

Z (t) 6= 0
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2c. Producto de Euler

Prueba.∏
P∈LF

(1− tdeg P)−1 abs. conv.⇔
∏

P∈LF

(1− tdeg P) abs. conv.

Como LF ⊆ D+
F ,

∑
P∈LF

|t|deg P =
∞∑
n=0

Bn|t|n ≤
∞∑
n=0

An|t|n <∞, |t| < 1
q .

Luego
∏

P∈LF
(1− tdeg P)−1 converge absolutamente en |t| < 1

q .
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2c. Producto de Euler

Ahora,

∏
P∈LF

1

1− tdeg P
=

∏
P∈LF

∞∑
n=0

tn deg P =
∏

P∈LF

∞∑
n=0

tdeg nP

=
∑
A∈D+

F

tdeg A =
∞∑
n=0

Antn = Z (t)

donde usamos la serie geométrica. �
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2d. La función Z de extensiones constantes

Para cada r ≥ 1 sea

Fr = FFqr ⊆ FFq

Fr/Fqr es un cuerpo de funciones, extensión de F/Fq,

Fr/F es una extensión ćıclica de grado r ,

Fqr es el cuerpo de constantes de Fr ,

g(Fr/Fqr ) = g(F/Fq),

Si P ∈ Dn
F existen P1, . . . ,Pd ∈ LFr con d = (r , n) tales que

Pi | P, e(Pi ,P) = 1 y deg Pi = n
d

para i = 1, . . . , d
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2d. La función Z de extensiones constantes

Proposición

Si Zr (t) denota la función zeta de Fr , se tiene

Zr (tr ) =
∏
ζr=1

Z (ζt) =
r∏

k=1

ζ(e2πik/r t)

para todo t ∈ C

Prueba. Si m ≥ 1, r ≥ 1 y d = (m, r) tenemos

(X r/d − 1)d =
∏
ζr=1

(X − ζm)

Tomando X = t−m y multiplicando por tmr se obtiene

(1− tmr/d)d =
∏
ζr=1

(
1− (ζt)m)

)
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2d. La función Z de extensiones constantes

Basta tomar |t| < 1/q. Tenemos

Zr (tr ) =
∏

P∈LF

∏
P′|P

(1− tr deg P′
)−1

Para P ∈ LF fijo, con d = (r , deg P). Entonces

∏
P′|P

(1−tr deg P′
) =

d∏
i=1

(1−tr
deg P
d ) = (1−tr

deg P
d )d =

∏
ζr=1

(
1−(ζt)deg P

)
Luego,

Zr (tr ) =
∏
ζr=1

∏
P∈LF

(
1− (ζt)deg P

)−1
=
∏
ζr=1

Z (ζt)

�
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2d. La función Z de extensiones constantes

Corolario

∂ = 1

Prueba. Para ζ∂ vale

Z (ζt) =
∏

P∈LF

(1− (ζt)deg P)−1 =
∏

P∈LF

(1− tdeg P)−1 = Z (t).

Luego,

Z∂(t∂) =
∏
ζ∂=1

Z (ζt) = Z (t)∂ .

Z∂(t∂) tiene un polo simple en t = 1,

Z (t)∂ tiene un polo de orden ∂ en t = 1.

Luego, ∂ = 1. �
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2d. La función Z de extensiones constantes

Teorema (Corolario del Corolario)

1 Si g = 0 entonces F es racional y

Z (t) =
1

(1− t)(1− qt)

2 Si g ≥ 1 entonces Z (t) = F (t) + G (t), donde

F (t) =
1

q − 1

2g−2∑
deg[C ]=0

qdim[C ]tdeg[C ]

G (t) =
h

q − 1

(qg t2g−1

1− qt
− 1

1− t

)

Ricardo Podestá (UNC – CONICET) La función Z de un cuerpo de funciones algebraicas



2e. La ecuación funcional

Proposición (Ecuación funcional)

Z (t) = qg−1 t2g−2 Z ( 1
qt )
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3. EL POLINOMIO L DE UN CUERPO DE FUNCIONES

(a) El L-polinomio y sus propiedades.

(b) Los números Nr , Sr y Br .

(c) La función Z de Pellikaan.
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Definición

El L-polinomio de F es

L(t) = LF (t) = (1− t)(1− qt)Z (t)

Notar que

L(t) es un polinomio de grado ≤ 2g .

L(t) contiene toda la información sobre los An, pues

Z (t) =
∞∑
n=0

Antn.
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Teorema (parte 1)

1 L(t) ∈ Z[t] y deg L(t) = 2g.

2 L(t) = qg t2gL( 1
qt ).

3 L(1) = h.

4 Si L(t) = a0 + a1t + · · ·+ a2g t2g entonces

1 a0 + · · ·+ a2g = h,

2 a0 = 1 = L(0) y a2g = qg ,

3 a2g−i = qg−iai para 1 ≤ i ≤ g,

4 a1 = N − (q + 1) donde

N = #{P ∈ LF : deg P = 1}
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Teorema (parte 2)

1 L(t) se factoriza en C[t] de la forma

L(t) =

2g∏
i=1

(1− αi t).

Los números complejos α1, . . . , α2g son enteros algebraicos y
satisfacen αiαg+i = q, para i = 1, . . . , g.

2 Si
Lr (t) = (1− t)(1− qr t)Zr (t)

denota el L-polinomio de la extensión Fr = FFqr , entonces

Lr (t) =

2g∏
i=1

(1− αr
i t).
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Ejemplo (cuerpos racionales)

Si g = 0 entonces L(t) = 1 y

Z (t) =
1

(1− t)(1− qt)

En particular
h = 1
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Ejemplo (cuerpos eĺıpticos / curvas eĺıpticas)

Como g = 1 entonces L(t) = 1 + a1t + a2t2 y con

a1 = N − (q + 1), a2 = qg

Luego,

Z (t) =
1 + (N − (q + 1))t + qt2

(1− t)(1− qt)

y
h = L(1) = N
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3b. Los números Nr , Sr y Br

El teorema anterior dice que los números

Nr := N(Fr ) := #{P ∈ LFr : deg P = 1}

pueden ser calculados si se conoce Lr (t), o sea, si se conoce L(t).

Corolario

Para todo r ≥ 1,

Nr = qr + 1−
2g∑
i=1

αr
i

Prueba. Si Lr (t) =
2g∑
i=1

ai ,r t i , sabemos que a1,r = Nr − (qr + 1) y

como Lr (t) =
2g∏
i=1

(1− αr
i t) entonces a1,r = −

2g∑
i=1

αr
i . �
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Si los Nr son conocidos para suficientes r ’s, se pueden calcular los
coeficientes de L(t). Sea

Sr = Nr − (qr + 1).

Corolario

Vale
L′(t)

L(t)
=
∞∑
r=1

Sr tr−1

a0 = 1 y

iai = Sia0 + Si−1a1 + · · ·+ S1ai−1, i = 1, . . . , g .

Luego, dado N1, . . . ,Ng podemos determinar L(t) y las ecuaciones
a2g−i = qg−iai , i = 0, . . . , g.
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Prueba.

Tenemos

L′(t)

L(t)
=

2g∑
i=1

−αi

(1− αi t)
=

2g∑
i=1

(−αi )
∞∑
r=0

(αi t)r

=
∞∑
r=1

( 2g∑
i=1

−αr
i

)
tr−1 =

∞∑
r=1

Sr tr−1

Como

a1+2a2t+· · ·+2g a2g t2g = (a0+a1t+· · ·+a2g t2g )
∞∑
r=1

Sr tr−1

basta compararar los coeficientes de t0, t1, . . . , tg−1. �

Ricardo Podestá (UNC – CONICET) La función Z de un cuerpo de funciones algebraicas



3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Sea F = K (x , y) con

y 3 + x3y + x = 0

Se prueba que

g =

{
0 χ(K ) = 7

3 χ(K ) 6= 7

Sea K = F2 y Fr = FFr
2. Se puede ver que

N1 = 3 N2 = 5 N3 = 24

Luego

L(t) = 1 + a1t + a2t2 + a3t3 + a4t4 + a5t5 + 23t6
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Como
a6−i = 23−iai , 0 ≤ i ≤ 3

tenemos
a5 = 4a1 a4 = 2a2

Como
Sr = Nr − (2r + 1)

se tiene

S1 = N1 − (2 + 1) = 3− 3 = 0

S2 = N2 − (22 + 1) = 5− 5 = 0

S3 = N3 − (23 + 1) = 24− 9 = 15
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Como
iai = Sia0 + Si−1a1 + · · ·+ S1ai−1

para i = 1, . . . , 3 tenemos

a1 = S1a0 = 0 = a5

2a2 = S2a0 + S1a1 = 0 = a4

3a3 = S3a0 + S2a1 + S1a2 = S3 = 15 ⇒ a3 = 5

Luego
L(t) = 1 + 5t3 + 8t6

y
h = L(1) = 14 y L(t) = 8t6L( 1

2t )
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Podemos calcular L2(t) y L3(t).

L2(t) = (1− t)(1− q2t)Z2(t) Z2(t2) = Z (t)Z (−t)

Luego,

L2(t2) = (1− t2)(1− (qt)2)Z (t)Z (−t)

= (1− t2)(1− (qt)2) L(t)
(1−t)(1−qt)

L(−t)
(1+t)(1+qt)

= L(t)L(−t) = (1 + 5t3 + 8t6)(1− 5t3 + 8t6)

= (8t6 + 1)2 − (5t3)2 = 64t12 − 9t6 + 1

y por lo tanto
L2(t) = 82t6 − 9t3 + 1
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Ahora
L3(t) = (1− t)(1− q3t)Z3(t)

Z3(t3) = Z (t)Z (ωt)Z (ω2t)

con ω3 = 1, ω 6= 1 y ω2 + ω + 1 = 0.
Luego,

L3(t3) = (1− t3)(1− (qt)3)Z (t)Z (ωt)Z (ω2t)
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Ejemplo (Cuártica de Klein)

Ahora

Z (t) =
L(t)

(1− t)(1− qt)

Z (ωt) =
L(ωt)

(1− ωt)(1− ωqt)

Z (ω2t) =
L(ω2t)

(1− ω2t)(1− ω2qt)

L(t) = 1 + 5t3 + 8t6 = L(ωt) = L(ω2t)

Luego
L3(t3) = L(t)3 = (1 + 5t3 + 8t6)3

L3(t) = (1 + 5t + 8t2)3 = 83t6 + · · ·
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Recordemos que

Bn = #{p ∈ LF : deg P = n} ≤ An

Lema (Relación entre Nr y Bd)

Nr =
∑
d |r

d · Bd

Prueba. Todo P ∈ LF de grado d | r se descompone como d
lugares de grado 1 en Fr = FFqr y las extensiones P ′ de P en
Fr/F tienen grado deg P ′ > 1 si deg P - r . �
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Lema (Relación entre Sr y Bd)

Br = 1
r

∑
d |r

µ( r
d )(qd − Sd)

donde µ es la función de Möbius.

Prueba. Por la fórmula de inversión de Möbius

r · Br =
∑
d |r

µ( r
d ) · Nd

y ∑
d |r

µ( r
d ) = 0, r > 1.
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Sea

z(t) =
∞∑
r=0

Nr

r
tr

Proposición (descripción alternativa de Z (t))

Z (t) = ez(t) =
∞∏
d=1

(1− td)−Bd
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3b. Los números Nr , Sr y Br

Prueba. (1) Veamos que z(t) = ln
∞∏
d=1

(1− td)−Bd .

ln
∞∏
d=1

(1− td)−Bd = −
∞∑
d=1

Bd · ln(1− td)

=
∞∑
d=1

Bd

( ∞∑
r=1

trd

r

)
=

∞∑
r=1

(∑
d |r

Bd
d
r

)
tr =

∞∑
r=1

Nr
r tr = z(t)

luego

ez(t) =
∞∏
d=1

(1− td)−Bd
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3b. Los números Nr , Sr y Br

(2) Ahora

∞∏
d=1

1

(1− td)Bd
=

∏
P∈LF

1

(1− tdeg P)

=
∏

P∈LF

( ∞∑
n=0

tdeg nP
)

=
∑

D∈D+
F

tdeg D =
∞∑
n=0

Antn = Z (t)

y listo.
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3c. Zeta de Pellikaan

Queremos Z en 2 variables. Lo más natural seŕıa definir

Z (t, v) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

An,ktnvk

donde

An,k = #{A ∈ D+
F : deg A = n, dim A = k}

Notar que,

Z (t, 1) =
∞∑
n=0

(
∞∑
k=1

An,k) tn =
∞∑
n=0

An tn = Z (t).

Z (t, v) define una función racional, pero no es obvio como
obtener una ecuación funcional.
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3c. Zeta de Pellikaan

Mejor es definir

Z (t, u) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

an,k
uk−1
u−1 tn

donde

an,k = #{[A] ∈ CF : deg[A] = n, dim[A] = k}

Recordemos que para cada A ∈ DF con dim A = k hay qk−1
q−1

divisores en la clase [A] y aśı

An = an,k
qk−1
q−1
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3c. Zeta de Pellikaan

Luego,

Z (t, q) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

an,k
qk−1
q−1 tn =

∞∑
n=0

An tn = Z (t)

Z (t, u) tiene propiedades análogas a Z (t) por lo que es la
generalización correcta.

Por ejemplo

Proposición (Ecuación funcional)

Z (t, u) = ug−1 t2g−2 Z ( 1
ut , u)
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3c. Zeta de Pellikaan

Proposición

La función Z (t, u) define una función racional. Más aún,

1 Si g = 0 entonces

Z (t, u) =
1

(1− t)(1− ut)

2 Si g ≥ 1, entonces Z (t, u) = F (t, u) + G (t, u), donde

F (t, u) =
1

u − 1

2g−2∑
deg[C ]=0

udim[C ]tdeg[C ]

G (t, u) =
h

u − 1

(
ug t2g−1

1− ut
− 1

1− t

)
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3c. Zeta de Pellikaan

Proposición (L-polinomio)

Z (t, u) es de la forma

Z (t, u) =
L(t, u)

(1− t)(1− ut)

donde L(t, u) ∈ Z[t, u] con degt L = 2g y degu L = g.

1 L(1, u) = h.

2 Si L(t, u) = a0(u) + a1(u)t + · · ·+ a2g (u)t2g entonces

1 a0(u) = 1, a2g (u) = ug .

2 deg ai (u) ≤ i/2, 1 ≤ i ≤ 2g.

3 a2g−i (u) = ug−iai (u), 1 ≤ i ≤ g.
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3c. Zeta de Pellikaan

Ejemplo

Si F es un cuerpo eĺıptico con N lugares racionales (curva eĺıptica
con N puntos racionales) Entonces

Z (t, u) =
1 + (N − 1− u)t + ut2

(1− t)(1− ut)
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4. HASSE-WEIL Y LA HIPÓTESIS DE RIEMANN

(a) El Teorema de Hasse-Weil.

(b) La Hipótesis de Riemann para cuerpos de funciones.
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4a. Hasse-Weil

Teorema (Hasse-Weil)

Los rećıprocos de las ráıces de L(t) satisfacen

|αi | = q1/2 1 ≤ i ≤ 2g .

Corolario

Sea r ≥ 1. El Teorema de Hasse-Weil vale para F/Fq si y sólo si
vale para la extensión constante Fr/Fqr . En particular,

|αr
i | = qr/2 1 ≤ i ≤ 2g .

Prueba del corolario. Los rećıprocos de las ráıces de Lr (t) son
αr

1, . . . , α
r
2g , r ≥ 1. El resultado sigue de

|αi | = q1/2 ⇔ |αr
i | = |αi |r = qr/2
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4a. Hasse-Weil

Corolario (Cota de Hasse-Weil)

Para Fr/Fqr de género g con r ≥ 1 vale

|Nr − (qr + 1)| ≤ 2gqr/2

Prueba.

|Nr − (qr + 1)| = |
2g∑
i=1

αr
i | ≤

2g∑
i=1

|αr
i | = 2gqr/2

Existe una mejora para el caso en que r = 1.

Teorema (Cota de Serre)

Para F/Fq de género g se tiene

|N − (q + 1)| ≤ g [2q1/2]
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4a. Hasse-Weil

F/Fq se dice maximal si se alcanza la igualdad en la Cota de
Hasse-Weil, i.e., N = q + 1 + 2g

√
q. En particular, q = p2m.

Proposición

Si F/Fq es maximal entonces g ≤ q−√q
2

Prueba. Tenemos N = q + 1−
∑
αi y |αi | =

√
q. Como

N = q + 1 + 2g
√

q se tiene αi = −√q, 1 ≤ i ≤ 2g . Ahora

N2 = q2 + 1−
∑

α2
i = q2 + 1− 2g

√
q

y N ≤ N2 implica

q + 1 + 2g
√

q ≤ q2 + 1− 2gq

de donde g ≤ 1
2 (q −√q). �
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4a. Hasse-Weil

Ejemplo (Cuerpos Hermitianos)

El cuerpo de funciones Hermitiano H = Fq2(x , y) se puede
definir mediante la ecuación

yq + y = xq+1

Se puede ver que

g = 1
2 q(q − 1) N = q3 + 1

La cota de Hasse-Weil es:

N ≤ q2 + 1 + 2g
√

q2 = q2 + 1 + q(q − 1)q = q3 + 1

Luego H es maximal.
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4a. Hasse-Weil

asintóticas

Definimos los números

Ng (F ) = máx{N(F ) : F/Fq de género g}

A(q) = ĺım sup
g→∞

Nq(g)
g

Por la cota de Serre y Hasse-Weil tenemos

A(q) ≤ [2
√

q] ≤ 2
√

q

Estas versiones asintóticas pueden ser mejoradas.

Teorema (Cota de Drinfeld-Vladut)

A(q) ≤ √q − 1
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4b. La Hipótesis de Riemann

El teorema de Hasse-Weil suele llamarse la hipótesis de Riemann
para cuerpos de funciones algebraicas.

La función zeta de Riemann clásica

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s , Re(s) > 1

tiene ceros triviales en s = −2,−4,−6 . . .

Conjetura (Hipótesis de Riemann)

Los ceros no triviales de ζ(s) están todos en la recta Re(s) = 1
2 .
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4b. La Hipótesis de Riemann

La norma absoluta de A ∈ DF es

N (A) = qdeg A

y cumple

N (A + B) = qdeg(A+B) = qdeg Aqdeg B = N (A)N (B)

Notar que

ZF (q−s) =
∞∑
n=0

Anq−sn =
∑
A∈D+

F

(qdeg A)−s =
∑
A∈D+

F

N (A)−s
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4b. La Hipótesis de Riemann

Definición

La función zeta de Riemann para cuerpos de funciones es

ζF (s) := ZF (q−s) =
∑
A∈D+

F

N (A)−s

y resulta un análogo de ζ(s).
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4b. La Hipótesis de Riemann

Supongamos que ζF (s) = ZF (q−s) = 0. Como

ZF (t) =
LF (t)

(1− t)(1− qt)

entonces

ZF (q−s) = 0 ⇒ LF (q−s) = 0 ⇒ q−s = α−1
i

Hasse-Weil ⇒ q−Re(s) = |q−s | = |α−1
i | = q−1/2.

Luego,
ζF (s) = 0 ⇒ Re(s) = 1

2

o sea, vale la HR para cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.
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