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Plan de la charla

© Cuerpos de funciones algebraicas.
@ La funcién Z de un cuerpo de funciones.
© El L-polinomio de un cuerpo de funciones.

©Q Hasse-Weil y la Hipdtesis de Riemann.
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la. Lugares y valuaciones

Sea K un cuerpo.

Definicidon

El cuerpo de funciones racionales K(x) sobre K es el cuerpo de
fracciones de K|[x].

@ O sea, si x trascendente sobre K,

$f(x), g(x) € K[x], g(x) # 0}

NG

K(x) = {23

—~

e todo z € K(x) se escribe en forma tnica

z=a]]p(x)"
i=1
ac€ K, ni€Zy pi(x) € K[x] irreducibles, i =1,...,r, r € N.
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la. Lugares y valuaciones

Definicion

Un cuerpo de funciones algebraicas F sobre K, F/K, es un
cuerpo extension F D K tal que F es una extension algebraica
finita de K(x) para algiin x € F trascendente sobre K.

e El cuerpo de constantes de F /K es
K C K ={z e F: z algebraico/K} C F
@ Si K es perfecto, por el teorema del elemento primitivo,
F=K(x,y)

¢(y) =0, &(T) e KMI[T]
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la. Lugares y valuaciones

Definicién
Sea F = K(x) y p(x) € K|x] irreducible y sea

Opy = {2+ £(x),8(x) € K[, (f,8) = 1,p(x)  &(x)}

Se tiene
@ Op(x) es un anillo
o K C Op(x) CF

e Siz= f(X

j & Op(x) entonces z71 = fg’x(g € Op(x)
° Opix) = K[x],J es la localizacién de K[x] en p = (p(x))

@ Op(x) es un anillo local
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la. Lugares y valuaciones

Definicidon

Un anillo de valuacién de F/K es un anillo K C O C F, tal que

zeF = ze® ¢ zleo

@ O es un anillo local, i.e. O tiene un Unico ideal maximal
P =0\0O"

@ O es un DIP.

@ Si x € F* entonces
x€P & x g0

e KCOyKnP={0}.
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la. Lugares y valuaciones

Definicidon

Un lugar de F/K es el ideal maximal P de algtn anillo de
valuacién O de F/K. Ponemos

Lr={P: P esun lugar de F/K}

o |[Lr| =00
@ dado P € Lf, si P =t0O, t se dice elemento primo de P

@ todo z € F* se escribe univocamente de la forma
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la. Lugares y valuaciones

Definicion

Una valuacién discreta de F/K es una funcién
v:F—=ZU{co}
que cumple
ov(x)=c0 & x=0
o v(xy) = v(x) + v(y)

° v(x+y) = min{v(x), v(y)}
@ v(z) =1 para algiin z € F

@ v(a) =0 para todo a € K*
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la. Lugares y valuaciones

Resulta que
e v(ax) = v(x) para todo a € K*
o v(x 1) =—v(x), para todo x € F*.
o v(zF) = kv(z), para todo k € Z.
@ v es sobreyectiva.

Ricardo Podestd (UNC — CONICET) La funcién Z de un cuerpo de funciones algebraicas



la. Lugares y valuaciones

La valuacién de P

A cada P € Lf le asociamos la valuacién

vp: F = Z U {oo}

thu— k

0+— 0

@ En términos de vp tenemos

P = {zeF:vp(z) >0}
O = {zeF:vp(z)=0}
O = {zeF:vp(z)>0}
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la. Lugares y valuaciones

e Fp = (O/P es el cuerpo residual.
@ el mapa residual es m1p : F — Fp U 0

x4+ P x €0,

X'—)X(P):{ N 2.

@ Se tiene K < Fp.

Definicién
Dado P € LF, el grado de P es

degP = [Fp . K] = dimK Fp.

e Vale
1<degP =[F: K(x)] <o

para todo 0 # x € P.
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la. Lugares y valuaciones

Sea K es algebraicamente cerrado
@ entonces Fp = K, o sea deg P =1, para todo P € L

@ z € F define una funcién
z: L — KU{oco}
P — z(P)

donde las x € K = K son las funciones constantes, x(P) = x.

e Si z ¢ F, tenemos

z ze K* VP e Pg
z(P) = 0 zeP=0\0"
00 z¢ O
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la. Lugares y valuaciones

En el caso general
@ dados z € F, P € LF definimos:

Pesuncerodez < z(P)=0 < vp(z)>0,

Pesunpolodez < z(P)=oo < vp(z)<O.

@ Dado x € F*,
Z={P e LF: P cero de x}

N ={P € Lg : P polo de x}

@ Se prueba que todo x € F* tiene un nimero finito de ceros y
polos, es decir

|Z] < o0, V| < o0.
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la. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Los anillos Op(x)
Sea F = K(x) y p(x) € K[x] irreducible. Tenemos el anillo de

valuacién

Opg = {531 Fx).8() € KIx. (F.8) =1, p(x) [&(x)}

Luego,
500 = {2 € Opy  p00) 1)}

y por lo tanto

Po) = O~ Oy = { 232 p(x) [ 8(x), p(x) | F(x)} € L
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la. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Los anillos Op(x)

@ Como
Po(x) = {P(X)k % ‘ptg,pif ke N} = p(x) - Op(x)

p(x) es un elemento primo de Pp).

@ Sip(x)=x—a, a €K, ponemos Oy = Ox_n Yy Py = Py_q.

En particular,

Oa:{%:g(a)#O}

Po={23: f(0) =0,8(a) £ 0} = (x - a)On
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la. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

El anillo O

Hay otro anillo de valuacién,
O = {1 : F(.80) € K[, (F.g)=1, degf <dega}
Luego,
0% = {% € Op(x) : deg f(x) = degg(x)}
y por lo tanto

Poo = Ooo N OF, = {% - deg F(x) < degg(X)}

es un lugar de F = K(x).
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la. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Teorema

Sea F = K(x) un cuerpo de funciones racionales. Si P = Py,
p(x) € K|[x] irreducible, entonces

@ La valuacion vp esta dada por
vp(z) = k si z = p(x)" =5

conk €Z, f,g € K[x] y p(x) 1 f(x), p(x) 1 g(x).
o K(x)p = K[x]/(p(x)) y degP = degp(x).
@ Sia € K entonces deg P, =1 y el mapa residual de z € F es

f(a)/g() g(a) #0,
00 g(a) =0,

z(P) = z(a) = {

siz="f(x)/g(x), (f,g) =1.
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la. Lugares y valuaciones: el cuerpo de funciones racionales

Teorema (continuacién)

Si F = K(x) es un cuerpo de funciones racionales,
0 degPo=1Py=105y

Voo(£3) = deg g(x) — deg f(x)

@ Para z € K(x), el mapa residual es

S B n=m,
2z(Px) = z(00) = 0 n<m,
00 n>m,

siz=apx" 4+ -+ ag/bmx™ + -+ by, an, bm # 0.
e Estos son todos los lugares de F = K(x), es decir

Lk (x) = {Pp(x) : P(x) € K[x] irreducible } U {Pu.}
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1b. Divisores

Sea K algebraicamente cerrado en F (K = K).

El grupo de divisores de F/K, Dg, es el grupo abeliano libre
generado por L. O sea,

k
DF:{D:Zn;P,-:keN, ni €Z, P € Le}.
i=1

@ la + en Df es
ZnP+ZnP—Z ni + n:) P;

@ el cero es
0=0-P
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Definicion

Un divisor D = n1 Py + - - - 4+ ng Py se dice efectivo si

D>0 < n>0 i=1,...,k

Los divisores efectivos forman un semigrupo que denotamos
D}“:{DEDF:DEO}

y se tiene
Lr CDE CDE
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1b. Divisores

Definicidon

Dado x € F*, el divisor de ceros y el divisor de polos de x son
y

(x)o = > vp(x)P >0

respectivamente. El divisor principal de x es

() =)o~ (¥ = Y ve(x)P

PeLr
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Definicion
El grado de D € Df es

deg(z niP;) = Z n; deg P;

deg : D — 7Z

es un homomorfismo con ntcleo

kerdeg = {D € Df : deg D = 0} =: DY

deg(x)o = deg(x)s = [F : K(x)]

y por lo tanto
deg(x) =0

Ricardo Podestd (UNC — CONICET) La funcién Z de un cuerpo de funciones algebraicas



1b. Divisores

Definicion

Definimos el grupo de divisores principales de F/K

Pr={(x): x € F*}

y el grupo de clases de divisores

Cr=Dr/Pk

@ Pr es grupo abeliano

)+)=0k) xyecF*

e D~D'" & [D]=[D] & D=D"+(x) para algin x € F*.
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1lc. Riemann-Roch

Definicion

Dado A € D, el espacio de Riemann-Roch asociado es

L(A)={xeF":(x)+A>0}U{0}

o x € L(A)~{0} < vp(x)> —np(A) para todo P € Lr.
o L(A)#{0} & existe AeDf A ~A osea

A=A+ (x)
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1lc. Riemann-Roch

Hechos bdsicos:

@ L(A) es un K-espacio vectorial y

dim A :=dim L(A) < o0

e A~A = dmA =dmA y degA =degA.
@ degA<0 = dimA=0.

@ Sideg A =0, entonces

Aes principal < dmA>1 < dmA=1.
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1c. Riemann-Roch

el género de un cuerpo de funciones algebraicas F/K es

0<g= max{degA—dimA+1} <0
AEDE

v
Teorema (Riemann)

Sea F/K de género g. Para todo A € Df se tiene

QO dmA>degA+1—g

Q@ dim A =deg A+ 1— g para deg A suficientemente grande.

Como corolario del Teorema de Riemann-Roch se tiene que

degA>2g—1 = dmA=degA+1—g.
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1lc. Riemann-Roch

Proposiciéon

Si F = K(x) entonces g = 0.

Prueba. Notar que

(x)o = vo(x)Po = Po, (X)oo = —Voo(X)Pso = Pso.
Para 0 < s < rvale

(x°) = s(x) =sPy — sPs > —sPs > —rPx
luego,
1,x,x%, ..., x" € L(rPs) = {z € F: (2) > —rPs} U {0}

Como éstos son linealmente independientes se tiene

r+1<dim(rPs) =deg(rPx)+1—g=r+1—g

para r suficientemente grande. Luego g <0, y.asi g = 0. U
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1d. Ejemplos (cuerpos racionales)

Caracterizacion de los cuerpos de funciones racionales

g=0,

F/K es racional <
dA € De con degA=1.
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1d. Ejemplos (cuerpos elipticos)

Definicidon

F/K se dice un cuerpo de funciones elipticas si
o g =1,
@ existe A € Dr con degA=1.
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1d. Ejemplos (cuerpos elipticos)

Teorema (Caracterizacién de los cuerpos elipticos)

@ Sea F/K un cuerpo de funciones elipticas. Entonces existen
x,y € F tales que F = K(x,y) donde

o six(K)#2
yi=f(x)=a+ bx® + cx +d € K[|, a#0
con f(x) sin cuadrados.
o six(K)=2,
) a3+ bx®>+cx+d a#0,
7= x+%+b a,be K,a#0.

@ Reciprocamente, si F = K(x,y) donde x,y satisfacen una
ecuacion como arriba, entonces F /K es un cuerpo de
funciones elipticas y K = K.
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1d. Ejemplos (cuerpos elipticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

@ Una funcion eliptica con respecto a un reticulo

r=Zy1®Zvy, cC
es una funcién meromorfa f(z) en C periédica en I', o sea
f(z+v) =1(2) vyel

f(y) #oo  ~el

@ Las funciones elipticas sobre ' forman un subcuerpo M(I') de
las funciones meromorfas de C y C < M(T).
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1d. Ejemplos (cuerpos elipticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

o El paradigma de funcién eliptica es la p de Weierstral3

*+Z

Oyéfyel'

1
7) 2

y su derivada ¢'(z)

:_QZ

'yer
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1d. Ejemplos (cuerpos elipticos)

Ejemplo (funciones meromorfas de la esfera de Riemann)

@ Se prueba que

M(T) = C(p(2), ¢'(2))
0'(2)? = 4p(2)° — g2p(2) — g3
donde f(T) =4T3 — g T — g3 € C[T] es sin cuadrados y

£=60 ) v  mH=140 ) y°

0£vel 0#£~el

o Luego, M(I')/C es un cuerpo de funciones elipticas.

Ricardo Podestd (UNC — CONICET) La funcién Z de un cuerpo de funciones algebraicas



1d. Ejemplos (cuerpos hiperelipticos)

Definicién
F/K se dice un cuerpo de funciones hiperelipticas si
°g>2

@ existe A€ Dr condegA=2ydimA=2.

Estan caracterizados como los
F=K(x,y)

y? = f(x) € K[x]

con f(x) sin cuadrados y

degf =2g+1,2g +2
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1d. Ejemplos (extensiones ciclicas de K(x))

Sea F = K(x,y) definido por

y”:aHp,-(x)”", s>0,ae K",n eZ,
los pi(x) irreducibles en K[x], x(K)tny (n,n)=11<i<s.

Entonces .
K=K, [F: K(x)] =

g:

(—1+Zdegp, ) dT

donde d = (n, i n; - deg pi(x)).

i=1
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1d. Ejemplos (tipo-Fermat)

Ejemplo

@ El cuerpo F = K(x,y) definido por

ax"+ by" =c
donde
a’ bﬂce K*7 X(K)+n7
se llama de tipo-Fermat y

n—1)2 n—1 n—1)(n—2
g— (o (0 (ot)e)
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1d. Ejemplos (cuerpos Hermitianos)

Ejemplo

o El cuerpo de funciones H = FF2(x, y) donde

Xq+1 L yq+1 =1

se llama cuerpo de funciones Hermitiano y

g=3a(qa—1).
@ Notar que H es un caso particular de tipo-Fermat, con
o K=TFp,
en=qg+1,
e a=b=c=1
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1d. Ejemplos (cudrtica de Klein)

Ejemplo

@ El cuerpo de funciones F = K(x, y) definido por la ecuacién

B +y3x+y=0

se llama la cuartica de Klein.

@ Se puede ver que

g=3(4-1)(4-2)=3.
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2. LA FUNCION ZETA DE UN CUERPO DE FUNCIONES

(a) La funcién Z en F/F,.
(b) Convergencia.

(c) Producto de Euler.
(d
(

@

Extensiones constantes.

)
)
)
)

Ecuacion funcional.
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2a. La funcién Z en F/F,

@ Recordar que tenemos
EFC’Df_—rCDF, CF:DF/PF
e Si n € Z, ponemos

Dt = {Ac€Dr:degA=n}
Ct = {A€Cr:deg[Al=n}
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2a. La funcién Z en F/F,

Definicidon

Para n > 0, interesan los nimeros

An = #{AeDf :degA=n}
B, = #{P € Lr:degP =n}

A, < ooy B, < oo para todo n > 0.

Notar que
e Ap=1

e Ai=Bi=N=#{P€Lr:deg P=1}
e B, <A,
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2a. La funcién Z en F/F,

Definicion

El grupo de clases de divisores de grado 0

Pico(F) = Cp = D} /Pr = {[A] € Cr : deg[A] = 0}

Proposiciéon

CY es un grupo finito y el orden h = hg = |C2| se llama el nimero
de clase de F.

V.
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2a. La funcién Z en F/F,

Definicidon

0 <9 =min{degA: A€ Df, degA > 0}.

La imagen del homomorfismo deg : D — Z es el subgrupo

generado por 0,
deg(Dr) = (9) C Z

luego
AceDr = degA=kd, keZ

O sea,
Ar=0 si 0fn
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2a. La funcién Z en F/F,

Definicidon

La funcion zeta de F es

Z(t) = Zr(t) = iA,,t" e C[t]-
n=0
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2a. La funcién Z en F/F,

Tenemos
@ Si[C] € CF, entonces
qdim[C] -1
#{Ae[C] . A>0}="———
g—1
@ Sin>2g—2, cond| n, entonces
nt+l—g _ 1
A =p " ==
qg—1
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2b. Convergencia de Z

Proposiciéon

La funcién Z(t) converge en B(0, %) Mas atin,

@ Si g =0 entonces
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2b. Convergencia de Z

Proposiciéon

e Sig >1, entonces Z(t) = F(t) + G(t), donde
1 2g—2
- - dim[C] deg[C]
F(t) . D gl el e e,
deg[C]=0

h 1-g 2g—2+0 1

G(t) - q'8(qt) B
G — 1l 1— (qt)? 1-— 2
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2c. Producto de Euler

Proposicién (Producto de Euler)

Para |t| < %, Z(t) se puede escribir como el producto

1
Z(t) = H 1— tdegP

PeLlEr

absolutamente convergente. En particular,

Z(t) £ 0
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2c. Producto de Euler

Prueba.
H (1 — t48P)~1 abs. conv. & H — t98P) abs. conv.
PeLF PeLr

Como Lg C Df,

o0 o0
D1t =D Bt < Y At <o, t] <
n=0 n=0

PeLr

Q=

Q=

Luego [ (1 — t9&P)~1 converge absolutamente en |t| <
PeLr
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2c. Producto de Euler

Ahora,
1 nde
- gP _ deg nP
Il s—wr = Iy 1P
PeLF PeLF n=0 PeLF n=0
SO WD
AeD}

donde usamos la serie geométrica. O
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2d. La funcién Z de extensiones constantes

Para cada r > 1 sea

F, = FF, C FF,

F./F4 es un cuerpo de funciones, extensién de F/Fq,

F,/F es una extensién ciclica de grado r,

Fgr es el cuerpo de constantes de F,,

g(F/Fqr) = g(F/Fq),

Si P € Df existen Py,...,Pq € LF, con d = (r,n) tales que

(]

P,' | P, e(P,',P):]. Yy degPizg
parai=1,...,d
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2d. La funcién Z de extensiones constantes

Proposicion

Si Z,(t) denota la funcién zeta de F,, se tiene

z,(t") =[] z(¢t) = [T ¢(e™"t)
k=1

¢r=1

para todo t € C

Prueba. Sim>1,r > 1y d = (m,r) tenemos

(X7 —1)¢ = TT(x =¢™)

¢r=1

Tomando X = t~™ y multiplicando por t™" se obtiene

(1=t =TT - (cty™)

¢r=1
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2d. La funcién Z de extensiones constantes

Basta tomar |t| < 1/g. Tenemos

= II [Ta-=")

PELF P/|P
Para P € Lf fijo, con d = (r,deg P). Entonces

d

[Tty = TJa-t"%) = a—¢)7 = ] (1-(co*=P)

P'|P i=1 ¢r=1

Luego,

H H (_:t degP Hzct

Cr=1Pclf ¢r=1

g
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2d. La funcién Z de extensiones constantes

Corolario

Prueba. Para ¢ vale

= [T - o*=h)y = T] (- et = Z(n).

PeLr PeLF

Luego,

= [ z(¢t) = z(r)®.

¢o=1
o Zy(t?) tiene un polo simple en t = 1,

o Z(t)? tiene un polo de orden d en t = 1.

Luego, 0 = 1. O
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2d. La funcién Z de extensiones constantes

Teorema (Corolario del Corolario)

©Q Sig =0 entonces F es racional y

1

‘W=

@ Sig > 1 entonces Z(t) = F(t) + G(t), donde

1 2g—2
F(t) = —— dim[C] rdeg[C]
(t) . > gimicle
deg[C]=0
g +2g—1
G(t) h /g8t 1 )
g—1\1—qt 1—1t
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2e. La ecuacidén funcional

Proposicién (Ecuacién funcional)

Z(t) — qgfl t2g72 Z(%)
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. EL POLINOMIO L DE UN CUERPO DE FUNCIONES
a) El L-polinomio y sus propiedades.

b) Los nimeros N,, S, y B,.
c) La funcién Z de Pellikaan.

3
(
(
(
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Definicidon

El L-polinomio de F es

L(t) = Lr() = (1 - )1 - qt)Z(1)

Notar que

@ L(t) es un polinomio de grado < 2g.

@ L(t) contiene toda la informacién sobre los A, pues

Z(t) = iA,,t”.
n=0
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Teorema (parte 1)
Q L(t)eZ[t] y degl(t)=2g.

@ L(1) = ¢518L(L).
o L(1)=h.

Q Sil(t)y=a0+ar1t+---+ aggtzg entonces

o ao+-~-+a2g:h,
@ ag=1=L(0) y axp=q5
@ ay i=q¢ 'a; para 1<i<g,

Q@ aa=N—(q+1) donde

N=#{PcLF:degP =1}
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Teorema (parte 2)
@ L(t) se factoriza en C[t]| de la forma

2g

L(t) = JJ(1 — ast).

i=1

Los nimeros complejos a1, . .., g Son enteros algebraicos y
satisfacen ajag i =q, parai=1,...,g.
QS

L(t)=(1—-1t)(1—q"t)Z (1)

denota el L-polinomio de la extension F, = FIF4r, entonces

2g

L(t) = [ (2 - afo).

i=1

Ricardo Podestd (UNC — CONICET) La funcién Z de un cuerpo de funciones algebraicas



3a. El L-polinomio y sus propiedades

Ejemplo (cuerpos racionales)

Si g =0 entonces L(t) =1y

“O=a"a

En particular
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3a. El L-polinomio y sus propiedades

Ejemplo (cuerpos elipticos / curvas elipticas)

Como g = 1 entonces L(t) = 1+ ajt + apt? y con

31:N—(q+1), a=q°

Luego, ,
1+ (N—(g+1)t+gqt
20="—a"na—
Yy
h=L1)=N
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

El teorema anterior dice que los niimeros
Ny == N(F;) :=#{P € Lg, : deg P =1}

pueden ser calculados si se conoce L,(t), o sea, si se conoce L(t).

Corolario
Para todo r > 1,

2g
N,:q’+1—2a,f
i=1

2g .
Prueba. Si L,(t) = ) aj,t', sabemos que a1, = N, —(q"+1) y
1
i= 2
como L,(t) = H(l — aft) entonces ay, = — )y af O
i=1 i=1
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Si los N, son conocidos para suficientes r's, se pueden calcular los
coeficientes de L(t). Sea

Sr - Nr_(qr+1)'

Corolario

e Vale

@ ag=1y
iaj = Sjag + Sj—1a1 + - - - + S1aji_1, = aas g /@

Luego, dado Ny, ..., Ny podemos determinar L(t) y las ecuaciones
g j=q% 'a;, i=0,...,g.
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Prueba.
@ Tenemos
L'(t) . 2 >
= —ay a;t)"
L(t) pt (1— ajt) ,Z; ;)
00 2g
e Z (Z—Oér ZS tr 1
r=1 =1
e Como

aF2axt+- - 42g apg t°8 = (ap+art+- - -+ aggt%) ZS ¢!
r=1

basta compararar los coeficientes de t9, t!,.. ., t871. O
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)
@ Sea F = K(x,y) con

y3+x3y+x:0

@ Se prueba que

o Luego

L(t) =1+ art + axt® + ast® + agt* + ast® + 23¢°

Ricardo Podestd (UNC — CONICET) La funcién Z de un cuerpo de funciones algebraicas



3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)

@ Como .
de—; = 23_’3,', 0< ] <3
tenemos
352431 34:232
@ Como
Ss=N,—(2"+1)
se tiene
S = M—(2+41)=3-3=0
S5 = No—(2241)=5-5=0
S5 = N3—(28+1)=24-9=15
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)
e Como
iaj = Sjap + Si_1a1+ -+ - + S1a;_1
parai=1,...,3 tenemos
@ a3 = 5130 =0 = a5
@ 2a, = Soap+ S1a1 =0=a,
@ 333 = S3a0 + Sa1 + S1a,=S5=15 = a3=>5

@ Luego
L(t) =1+ 5t + 8t

h=L(1)=14 y L(t)=8t5L(L)
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)

Podemos calcular Ly(t) y L3(t).

Ly(t) = (1 - t)(1 - ¢°t)22(t)  Zo(t?) = Z(t)Z(~t)

Luego,

L(t?) = (1-t)(1 - (q1)*)Z(1)Z(~1)
= (1= )1~ () r=eitizen (e )itaD
= L(t)L(—t) = (14 5t> + 8t%)(1 — 5¢° + 8t°)

(8t° +1)? — (5¢%)> = 6412 —0t° + 1

y por lo tanto

Lr(t) =8%t° —ot3 +1
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)
Ahora

La(t) = (1 - t)(1 - ¢°t) Z3(t)
Z3(t3) = Z(t)Z(wt)Z(w?t)

conw3:1,w7£1yw2+w+1:0.
Luego,

La(£%) = (1 — 2)(1 — (q))Z(£)Z(wt) Z(w2t)
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Ejemplo (Cudrtica de Klein)

Ahora

o
“O=1=na-a

_ L(wt)
Z(wt) = (1 —wt)(1 —wgt)
L(w?t)
(1 — w?t)(1 — w?qt)

Z(w?t) =

L(t) =14 5¢% 4 8t° = L(wt) = L(w?t)

Luego
L3(t®) = L(t)* = (1 +5¢° + 8t%)*

L3(t) = (1 +5t +8t%)° =830+ ...
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Recordemos que

Bn:#{p€£F:degP:n}§An

Lema (Relacién entre N, y By)

N,:Zd-Bd
d|r

Prueba. Todo P € LF de grado d | r se descompone como d
lugares de grado 1 en F, = FFy y las extensiones P’ de P en
F,/F tienen grado deg P’ > 1 si degP 1 r. O
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Lema (Relacién entre S, y By)

B =1 w5)(a” - Sa)

d|r

donde . es la funcion de Mobius.

Prueba. Por la férmula de inversion de Mobius

r'Br:ZM(g)'Nd

d|r

d|r
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Sea
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

Prueba. (1) Veamos que z(t) = In J] (1 — t9)"B¢
d=1

Inﬁ(l—td)_Bd = —st (1—t9)
d=1 =

_ di;l <;trd>
EDOLDIE WIS

r=1 d|r r=1

luego
oo

ez(t) _ H(l o td)_Bd

d=1
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3b. Los nimeros N,, S, y B,

(2) Ahora
e 1 H 1
_ d\By _ ;degP
OO A e)
o
_ H (Z tdeg nP)
PeLr n=0
oo
— Z tdegD — ZAntn — Z(t)
DeDf n=0
y listo.
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3c. Zeta de Pellikaan

@ Queremos Z en 2 variables. Lo mas natural seria definir

donde
Ank=#{A€ DL : degA=n, dimA = k}
@ Notar que,
Z(t,1)=> (O Au)t" =) Ant" = Z(t).
n=0 k=1 n=0

e Z(t,v) define una funcién racional, pero no es obvio como
obtener una ecuacién funcional.
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3c. Zeta de Pellikaan

@ Mejor es definir

=Y St

n=0 k=1
donde
ank = #{[A] € Cr : deg[A] = n, dim[A] = k}

@ Recordemos que para cada A € Dg con dmA = k hay 1
divisores en la clase [A] y asi

k—1
An = ank (;_1
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3c. Zeta de Pellikaan

o Luego,

o0

260 =33 a0 = At = 209

n=0 k=1

e Z(t,u) tiene propiedades andlogas a Z(t) por lo que es la
generalizacidn correcta.

Por ejemplo

Proposicién (Ecuacién funcional)

Z(t,u) = ué 1672 7(L

ut’ )
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3c. Zeta de Pellikaan

Proposiciéon

La funcién Z(t, u) define una funcién racional. Mas atin,
@ Sig =0 entonces

1

2(t0) = T na =

@ Sig>1, entonces Z(t,u) = F(t,u) + G(t, u), donde

1 2g—2
F(t, U) _ Z udim[C] tdeg[C]
N deg[C]=0

h ust2e—1 1
G(t’u)_u—1< 1—ut _1—t>
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3c. Zeta de Pellikaan

Proposicién (L-polinomio)
Z(t,u) es de la forma

L
2= t()t(’1U)— ut)
donde L(t,u) € Z[t, u] con deg, L =2g y deg,L = g.
Q L(1,u)=h.
Q SiL(t,u) = ap(u) + ar(u)t + - - - + axg(u)t> entonces
@ a(u)=1,  ay(u) = ub.
@ dega(u)<if2, 1<i<2g.

0 api(u) = uFa(u), 1<i<e.
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3c. Zeta de Pellikaan

Si F es un cuerpo eliptico con N lugares racionales (curva eliptica
con N puntos racionales) Entonces

1+(N—1—u)t+ ut?
(1 —1t)(1— ut)

Z(t,u) =
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4. HASSE-WEIL Y LA HIPOTESIS DE RIEMANN

(a) El Teorema de Hasse-Weil.

(b) La Hipétesis de Riemann para cuerpos de funciones.
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4a. Hasse-Well

Teorema (Hasse-Weil)

Los reciprocos de las raices de L(t) satisfacen

|| = g*/2 1<i<2g.

Corolario

Sea r > 1. El Teorema de Hasse-Weil vale para F /Fq si y sélo si
vale para la extension constante F,/Fqr. En particular,

laf|=¢/? 1<i<2g.

Prueba del corolario. Los reciprocos de las raices de L,(t) son
a1, ..., 05, r > 1. El resultado sigue de
r

wil=¢"? & fafl=lail"=q

1

r/2
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4a. Hasse-Well

Corolario (Cota de Hasse-Weil)

Para F,/Fq- de género g con r > 1 vale

IN, — (¢" +1)| < 2gq"/?

Prueba.
2g 2g
N = (q"+ 1) =D af| <D |of| = 2gq"?
i=1 i=1

Existe una mejora para el caso en que r = 1.

Teorema (Cota de Serre)

Para F/IF, de género g se tiene

N — (g +1)| < g2¢"]
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4a. Hasse-Well

F/Fq se dice maximal si se alcanza la igualdad en la Cota de
Hasse-Weil, i.e., N =g+ 1+ 2g,/q. En particular, g = p3m.

Proposiciéon

Si F/Fq es maximal entonces g < 9

S

Prueba. Tenemos N =g+ 1— ) a;y |aj| = /q. Como
N =q+1+2g,/q se tiene a; = —,/q, 1 < i < 2g. Ahora

No=g>+1-> af=¢"+1-28\/q
y N < Ny implica
q+1+28/a9<q +1—2gq

de donde g < 1(q — \/q). O
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4a. Hasse-Well

Ejemplo (Cuerpos Hermitianos)

o El cuerpo de funciones Hermitiano H = T 2(x, y) se puede
definir mediante la ecuacién

yq +y= Xq+1
@ Se puede ver que

g=3q(qg—1) N=¢+1

@ La cota de Hasse-Weil es:

N<@+1+28V/P=¢*+1+q(g—1)g=¢°>+1

@ Luego H es maximal.
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4a. Hasse-Well

asintdticas

@ Definimos los niimeros

o Ng(F)=max{N(F): F/Fq de género g}

o A(g) = lim sup%

g— 00

@ Por la cota de Serre y Hasse-Weil tenemos

Alq) < [2v4] <2v/q

Estas versiones asintéticas pueden ser mejoradas.

Teorema (Cota de Drinfeld-Vladut)

Alg) <vq-1
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4b. La Hipdtesis de Riemann

El teorema de Hasse-Weil suele llamarse la hipdtesis de Riemann
para cuerpos de funciones algebraicas.

@ La funcidon zeta de Riemann clasica

((s)=>_n"°  Re(s)>1

n=1

tiene ceros trivialesen s = —2,—4,—6...

Conjetura (Hipétesis de Riemann)

Los ceros no triviales de ((s) estdn todos en la recta Re(s) = 1.
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4b. La Hipdtesis de Riemann

@ La norma absoluta de A € Df es
N(A) = gtesA
y cumple
N(A+B) = qUeg(A+B) _ degA deg B _ N(AN(B)

@ Notar que

00
ZAnq—sn — Z degA Z N
n=0

AeDf AEDf
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4b. La Hipdtesis de Riemann

Definicion

La funcién zeta de Riemann para cuerpos de funciones es

Cr(s) == Zr(q %) = > N(A)"

AeDE

y resulta un andlogo de ((s).
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4b. La Hipdtesis de Riemann

Supongamos que (r(s) = Zr(¢~°) = 0. Como

Lr(t)

A T )

entonces

Zr(@ =0 = Le(g5)=0 = g =o'

1

Hasse-Weil = g Re(s) = |g75| = la;t = q /2

Luego,
(r(s)=0 = Re(s)=1

o sea, vale la HR para cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.
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